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Die Formfindung und statische Analyse von räumlichen Seil- und 
Hängenetzen 
Von Klaus Linkwitz 
Herr Präsident, meine sehr verehrten Damen, sehr geehrte Herren! 
Ich danke Ihnen, Herr Präsident, und der Braunschweigischen Wissenschaftlichen 
Gesellschaft für die Ehre, heute hier sprechen zu können. Mein Vortrag gibt mir 
Gelegenheit, meine Bewunderung für die einzigartige Persönlichkeit Gauß' auszu-
,lrücken; er nötigt mich aber auch zugleich, wenn ich diesen Namen ausspreche, zu 
großer Bescheidenheit. SCHUBERT hat einmal gesagt, daß man nach BEETHOVEN 
kaum noch Klaviersonaten schreiben könne. Der Physiker MAX BORN berichtet in 
seiner Biographie, daß er als junger Mann mit ALBERT EINSTEIN zusammentraf und 
danach beschloß, nie mehr selbst auf dem Gebiet der Relativitätstheorie zu arbeiten. 
Aber ich fühle mich hier nicht als Komponist, sondern als Interpret, und das gibt mir 
Mut, Ihnen das Folgende vorzutragen. 
1. Einige Hinweise auf Minimumprinzipien in der Physik und Mechanik 
GAUSS hat einen Hinweis auf das in der Mechanik gültige Prinzip des kleinsten 
Zwanges gegeben: "Es ist merkwürdig, daß die freien Bewegungen von der Natur 
gerade auf dieselbe Art modifiziert werden, wie der rechnende Mathematiker nach der 
Methode der kleinsten Quadrate Beobachtungen ausgleicht." Ein Prinzip, welches zu 
Minimumbedingungen führt, ist in der Physik als beherrschendes Prinzip vieler Natur-
gesetze anzutreffen. MAX BORN hat darüber 1939 von der Royal Institution of Great 
Britain Weekly Evening Meeting einen nachlesenswerten, faszinierenden Vortrag 
gehalten mit dem Titel "Cause, Purpose and Economy in Natural Laws (Minimum 
Principles in Physics)" [1]. 
Ich möchte daraus einige Beispiele zitieren: In der geometrischen Optik kann man 
das Reflexionsgesetz an einer spiegelnden Fläche dadurch erklären, daß man einen 
Lichtstrahl, wenn er von einem Punkt A ausgehend über eine Zwischenreflexion an der 
Fläche F den Punkt B erreichen soll, seinen Weg so zur und über die spiegelnde Flächen 
suchen läßt, daß er insgesamt den kürzesten Weg von A nach B zurücklegt. Auch das 
Brechungsgesetz zwischen verschiedenen Medien läßt sich auf ein Minimumprinzip 
zurückführen. Es liege ein Punkt A im Medium Luft, ein Punkt B im Medium Glas. 
Ein Lichtstrahl von A nach B soll seinen Weg so suchen, daß er bei einer Geschwindig-
keit c, im Medium Luft und einer Geschwindigkeit C2 im Medium Glas für den Gesamt-
weg von A nach B die kürzeste Zeit braucht. Die Lichtgeschwindigkeit ist von der 
optischen Dichte des Mediums abhängig, und man erhält, wenn man diese Maximum-
Minimumaufgabe mit den bekannten Hilfsmitteln der Differentialrechnung löst. gerade' 
das Brechungsgesetz der geometrischen Optik. 
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Einige Beispiele aus der Mechanik führen uns näher an das spätere Vortrags thema 
heran. Das stabile Gleichgewicht undeformierbarer Körper ist durch eine Lage gekenn-
zeichnet, in welcher der Körper ein Minimum an potentioneller Energie besitzt. So hat 
ein Pendel zwei Gleichgewichtslagen: eine instabile, wenn die Pendelmasse senkrecht 
über dem Drehpunkt, und eine stabile Gleichgewichtslage, wenn die Pendelmasse unter 
dem Drehpunkt liegt. In der unteren Lage hat das Pendel von allen möglichen Lagen 
die geringste potentielle Energie und hängt dann in stabilem Gleichgewicht. Eine 
Kettenlinie, erwa materialisiert durch eine in ihren Gelenken frei bewegliche zwischen 
zwei Punkten aufgehängte Gliederkette, nimmt unter Eigengewicht ihre Form so an, 
daß der Schwerpunkt möglichst tief liegt und damit wieder die potentielle Energie des 
System Kettenlinie zum Minimum wird. 
Auch das stabile Gleichgewicht deformierbarer Körper unter äußerer Belastung 
ergibt sich so, daß die gesamte Verformungsenergie des deformierten Körpers im 
Gleichgewichtszustand ein Minimum ist. Ein schräg eingespannter Federstab, an dessen 
freies Ende ein Gewicht gehängt wird, verbiegt sich so, daß nach seiner elastischen 
Verformung aus der gestreckten in die deformierte Lage die potentielle Energie ein 
Minimum ist. 
2. Analogien zwischen Ausgleichungsrechnung und Elastomechanik 
Das letzte Beispiel leitet unmittelbar über auf eine Tatsache, welche seit der Jahr-
hundertwende bekannt ist, nämlich die, daß sich die Begriffe und Rechenverfahren der 
Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate auch mechanisch 
interpretieren lassen [2]. Um die Jahrhundertwende hat SEBASTIAN FINSTER-
WALDER nachgewiesen, daß sich in der Photogrammetrie die ausgeglichenen Lagen 
von Strahlenbündeln als Gleichgewichtsfiguren deuten lassen. Der erste mechanische 
Analogrechner zur mechanischen Ausgleichung trigonometrischer Punkteinschaltun-
gen wurde 1899 von FISCHER beschrieben. Besonders österreichische Geodäten be-
schäftigten sich in der Folgezeit eingehend mit der Frage mechanisch-statischer Ana-
logien zur Ausgleichungsrechnung. S. WELLISCH formulierte die Theorie der klein-
sten Produkte, HAPANOWICZ führte die Ausgleichung von Polygonzügen auf ein 
statisches Problem zurück, K. FRIEDRICH schrieb 1943 in der ZfV die Arbeit "Zwei 
aus den Grundgesetzen der Mechanik abgeleitete Beweise für die Richtigkeit der 
Methode der kleinsten Quadrate", und schließlich veröffentlichte W. P ASSER 1932/33 
über statische Methoden zur Ausgleichung von Streckennetzen. 
Da jedoch Streckennetze um die Jahrhunderrwende und auch danach in der 
Geodäsie zunächst keine praktische Bedeutung hatten, wurden diese Arbeiten nicht 
weiter verfolgt. Ich selbst habe 1960 in meiner Dissertation "Fehlertheorie und Aus-
gleichung von Streckennetzen nach der Theorie elastischer Systeme" die gegenseitigen 
Beziehungen zwischen Ausgleichungsrechnung und Elastomechanik mit Hilfe der 
Matrizenrechnung noch einmal ausführlich untersucht [2]. 
Diese interessante Analogie zwischen Ausgleichungsrechnung und Elastostatik 
verhalf jedoch keiner der beiden Disziplinen zu neuen, erweiterten Anwendungen 
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gegenüber den bisherigen klassischen Anwendungen - wie sie etwa H. WOLF in den 
A VN, Heft 4/1977 [3] zusammengestellt hat - sondern sie führt nur zu einer vertieften 
Interpretierung von Ausgleichungsergebnissen und zu vereinfachten numerischen Ver-
fahren bei der Ausgleichung von Streckennetzen nach bedingten Beobachtungen. 
Die Formfindung und Analyse von Seilnetzen mit Hilfe der Ausgleichungsrechnung 
ist jedoch, wie ich Ihnen zeigen möchte, eine wirkliche Erweiterung der Methode der 
kleinsten Quadrate sowohl hinsichtlich der betrachteten Objekte Seil- und Hängenetze 
wie auch hinsichtlich der Methode, denn sie leitet über zur nichtlinearen Ausglei-
chungsrechnung und zur Kraftdichtemethode. Zum Verständnis möchte ich Ihnen 
jedoch zunächst die klassische Analogie zwischen Statik und Ausgleichungsrechnung 
am einfachen 
2.1 Beispiel einfach überbestimmter ebener Bogenschnitt ~ 
statisch einfach unbestimmtes ebenes Fachwerk 
noch einmal vorführen. Zur Ausgleichung des in Fig. 1 dargestellten Bogenschnittes 
- 1 Neupunkt, 3 Festpunkte, 3 Beobachtungen, 1 überbestimmung - nach den Regeln 
der Ausgleichungsrechnung schreiben wir zunächst die nichtlinearen Fehlergleichun-
gen an 
1, +v, = y(xp-x,), + (YP-y,)' 
12 + V2 = Y(xp - X2)' + (yP - Y2? 
13 +V3 = Y(Xp-X3)2 + (Yp-Y3)' 
linearisieren sie nach Einführung von Näherungswerten 
Xp =Xo + ßx 
yp=Yo+ßy 
und erhalten dann die linearen Fehlergleichungen 
XO-X2 YO-Y2 
(1 ) 
(2) 
V2 =Y(Xo-X2? + (YO-Y2)2 . ßx+ Y(XO-X2)2 + (YO-Y2)2 . ßy+ Y(XO-X2)2 + (YO-Y2)2 -1 2 
~-~ h-h (3) 
v3 =Y(XO-X3? + (YO-Y3)2' . ßx+ Y(Xo-X3)2 + (YO-Y3)2 . ßy+ V(Xo- X 3)2 + (YO-Y3)2' 13• 
die wir, da sich die Koeffizienten der ßx und ßy als Winkelfunktionen deuten hissen, 
auch in der folgenden Form schreiben können 
v, = cos ao, . ßx + sin aal . ßy + f, (Xo) -I, 
V2=COSUo2' ßx+sinaa2' ßy+f2(Xo)-12 (4) 
V3=COSUo3' ßx+sinUo3' ßy+f3(Xo)-b 
oder, in Matrizen 
v = A· ßx-(I-f(Xo)) (4*) 
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Emfach überbestimmter Bogenschnitt vor und nach der Ausgleichung 
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mit der Matrix 
(
COS ao, sin Uo') 
COS Uo2 sm a02 
cos Uo3 sin Uo3 
A= 
oder, etwas anders geschrieben, und mit der Abkürzung 
"Wurzel" ~ Woi = Y(Xo - xi + (yo - yi 
xo-x, yo-y, 
Wo, Wo, 
A= XO-X2 1'0 -1'2 
W02 W02 
XO-X3 YO-Y3 
W03 W03 
(5) 
(6) 
und schließlich, noch einmal etwas anders geschrieben, (und diese Schreibweise wird 
später wichtig sein) 
-, 
wo, 0 0 
0 wö1 0 (7) 
0 0 wö1 
Wö' X A 
In bekannter Weise ergibt sich die Lösung zu 
(A' PA) . Llx = A' P (l-f (xo)) 
Llx = (A' PAt' A' P(I-f(Xo)) 
(8) 
Wir formulieren nun eine analoge Aufgabe aus der Elastostatik und legen sie einem 
Statiker vor: 
In den drei Festpunkten F" F2, F3 werden drei Stäbe der Längen 10" 102, 103 frei 
drehbar eingehängt und so abgelängt, daß sie in Po zwangsfrei und ohne innere Wider-
sprüche in einem Gelenk zusammengefügt werden können. Wegen der "korrekten" 
Ablängung der Verbindungsstäbe ist das System geometrisch widerspruchsfrei, und es 
treten zunächst keine inneren Stab kräfte auf. Nun lassen wir im Punkt Po eine äußere 
Kraft K angreifen und fragen den Statiker 
- welche inneren Kräfte s" S2 und S3 treten in den Stäben IOj auf und 
- wie verschiebt sich der Punkt Po Unter dem Einfluß der äußeren Kraft K, da jetzt die 
Stäbe 10i durch die in ihnen wirkenden Kräfte Si nach dem Hooke'schen Gesetz ver-
längert oder verkürzt werden und damit auch Po seine Lage ändert. 
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Der Statiker wird nicht zögern, unsere Frage zu beantworten. Dazu setzt er zunächst 
an die 
a) Gleichgewichtsbedingungen in P: Die Summe der Kräfte in P muß Null sein 
I Kräfte in P = 0 
Genaugenommen müssen die Gleichgewichtsbedingungen für die verformte Lage von P 
nach Belastung mit K, also für die Winkel 0." ä 2, 0.3 der Stäbe angesetzt werden. In der 
"Theorie erster Ordnung" der Elastomechanik vernachlässigt man jedoch den Unter-
schied zwischen ursprünglicher und verformter geometrischer Konfiguration und setzt 
die Winkel ao, = 0." a02 = ä 2, a03 = 0.3 des ursprünglichen Systems ein. 
Die Gleichgewichtsbedingungen sind dann für die x-Komponente Kx von K 
s, . cos ao, + S2 . cos a02 + S3 . cos ao3 = Kx 
und für die y-Komponente Ky von K 
s, . sinao, +S2 . sinao2+s3 . sinao3 = Ky 
oder, in Matrizen 
A's = k 
Mit dem Hooke'schen Gesetz 
Si = 
v· F· E h 
1 I 1 =v.---.!... 
IOi 110i 
in Matrizen s = H . Lö' . v 
Vi = elastische Längenänderung 
Fi = Querschnittsfläche des Stabes 
E; = Elastizitätsmodul 
können die obigen Gleichungen umgeschrieben werden in 
oder, in Matrizen 
A'(H'Lii)' v=k 
(9a) 
(9b) 
(9) 
(11) 
(11*) 
wobei H und La' Diagonalmatrizen mit den Elementen hi und l/Ioi sind und A die 
gleichen Elemente wie Ades Bogenschnittes oben enthält. 
Die Formel (11·) erinnert uns - wie wir sehen werden nicht ohne Grund - an die 
bekannte Formel A' P v = 0 der Ausgleichungsrechnung. 
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Als weiteren Schritt zur Lösung schreibt der Statiker nun an die 
b) Differentiellen Verträglichkeitsbedingungen 
v, = COSU01 . ~x + sinuo, . ~y 
V2 = COS U02 . ~x + sin U02 . ~y 
V3 = cos Uo3 . ~x + sin U03 . ~y 
in Matrizen 
v=A'~x 
(12) 
(12*) 
welche anschaulich interpretiert besagen, daß die elastischen Längenänderungen der 
einzelnen Stäbe und die Koordinatenänderungen ~x und ~y in P im deformierten 
System miteinander verträglich sein müssen, oder, anders ausgedrückt: Der deformierte 
Punkt (P+~P) muß so liegen, daß die elastisch verformten Stäbe mit der Länge 
(lOi+Vi) sich in der deformierten Lage widerspruchsfrei zusammenfügen lassen. 
Die differentiellen Verträglichkeitsbedingungen erhalten wir formal - analog zur 
Linearisierung der Fehlergleichungen in der Ausgleichungsrechnung - in einfacher 
Weise: Für das unverformte, widerspruchsfreie System gilt 
(*) 
und für das verformte System, in dem sich die elastisch gedehnten Stäbe (loi + Vi) wieder 
in P zusammenfügen lassen müssen 
loi +Vi = V(xo+~X-XJ2+ (Yo+~y_YÜ2' 
Daraus bekommen wir nach einer Taylorentwicklung 
loi +Vi = Y(Xo-X i)2 + (Yo-Yi)2'+ cos Uoi' ~X + sin Uoi . ~y 
und wegen «.) gerade unsere Gleichungen (12). 
Wir setzen (12") in (11 *) ein und erhalten 
A' (H . Lö') A . ~X = k 
und durch Umkehrung 
~X = [A' (H . Lö') Ar' . k 
(13) 
(13a) 
sofort einen Ausdruck, in dem die Verschiebungen ~X als Funktion der äußeren Last k 
ausgedrückt sind. 
Der Formalismus der Lösung, welcher genau dem der Ausgleichungsrechnung 
entspricht, zeigt uns aber auch, daß die potentielle Energie des Systems 
E = 1", (H' Lo')v~min. (14) 
2 
im Gleichgewicht zwischen inneren und äußeren Kräften in der deformierten Lage ein 
Minimum sein muß. 
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In der vorgelegten Form kann uns die dem Statiker vorgelegte Aufgabe noch nicht 
ganz befriedigen: In der Ausgleichungsrechnung beschäftigen wir uns gerade nicht 
mit widerspruchsfreien Systemen (die dann belastet werden), sondern wir behandeln 
Systeme, die geometrisch überbestimmt zu inneren Widersprüchen führen und dann 
durch die Ausgleichungsrechnung widerspruchsfrei gemacht werden. Wir legen daher 
unsere Aufgaben in abgeänderter Fragestellung erneut dem Statiker vor: 
Die drei Stäbe der Länge IOi seien zunächst widerspruchsfrei und ohne innere Kräfte 
zu erzeugen in Po zusammengefügt. Nun erteilen wir den drei Stäben willkürliche 
Längenänderungen illi, so daß ihre Längen jetzt (loi + illi) = li sind. In der Ingenieur-
praxis könnten sie dadurch entstehen, daß die drei Stäbe gegenüber der vorausberech-
neten zwangsfreien Lage falsch abgelängt worden sind. In der Fig. 3 sind die drei Stäbe 
verkürzt dargestellt; die illi können jedoch beliebig positiv oder negativ sein. Wir 
stellen uns vor, die Stäbe seien sehr elastisch. In Fig. 3 sind alle Stäbe zu kurz, und wir 
können sie uns deshalb als Gummiseile vorstellen. Um sie erneut im Knoten P mitein-
ander verbinden zu können, müssen wir sie alle elastisch dehnen. Wir fragen nun 
- wie groß ist die elastische Verlängerung jedes einzelnen Stabes (= Gummistückes) 
nach dem zwangs weisen Zusammenfügen in P und 
- wohin wandert der Knotenpunkt Po nach diesem zwangsweisen Zusammenfügen? 
Auch diese Aufgabe bereitet dem zu Rate gezogenen Statiker keine Schwierigkeiten. 
Er setzt nach Gleichung (9'·) die Gleichgewichtsbedingungen für die unbekannten 
Stab kräfte Si im Knoten P an zu 
cos aQ1 . s, + cos Uo2 . S2 + COS Uo3 . S3 = 0 
sin ao, . s, + sin a02 . S2 + sin Uo3 . S3 = 0 
(15) ~ (9'·) 
denn die 3 inneren Kräfte s" S2 und S3 müssen jetzt im Gleichgewicht sein, und da keine 
äußere Kraft auftritt, ist die rechte Seite der Gleichungen (15) ~ (9'·) jetzt null. 
Die Stab kräfte s werden aber hervorgerufen durch die elastischen Längenänderun-
gen v, die sich beim zwangsweisen Zusammenbau ergeben. Wir können also mit dem 
Hooke'schen Gesetz - ausgehend von den ungedehnten Längen li = loi + ill, -
= (10) 
die Kräfte s in den Gleichgewichtsbedingungen (15) ersetzen durch die V; (10) in (15) 
ergibt 
A' (H . L) . V = 0 (16) 
Nun werden, wie oben, die Verträglichkeitsbedingungen formuliert, welche besagen, 
daß die drei Stäbe im elastisch vedormten Zustand wieder widerspruchsfrei im 
Knoten P zusammenlaufen müssen. Dazu schreiben wir folgende Gedankenkerte auf: 
Zunächst hatten die 3 Stäbe die Längen IOi und ließen sich zwangsfrei in der Knoten-
lage Po (xo, yo) zusammenfügen. Für diese Ausgangssituation galt also 
IOi=Y(Xo-Xi)2+(Yo-yl' i=1,2,3 (17) 
Dann lösten wir die 3 Stäbe aus ihrem Verbund in Po und erteilten ihnen die Längen-
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Einfach statisch unbestimmtes Fachwerk vor und nach zwangsweisem Zusammenbau 
nicht kompatibler Stablängen 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052077
über eine neue Anwendung der Gauß'schen Methode der kleinsten Quadrate 131 
änderungen Alj. Die Gesamtlänge eines Stabes ist jetzt (lai + Ali), diese Längen sind 
jedoch nicht miteinander verträglich. Erst nach zusätzlicher elastischer Längenände-
rung Vj, d. h. nachdem ihre Gesamtlänge 
(loi+Ali+VJ = Ij 
ist, lassen sie sich in einer veränderten Knotenlage (Po + AP), (xo + Ax, Yo + Ay) wieder 
widerspruchsfrei zusammenfügen. Für diese Lage gilt also 
IOi + Alj+Vi = V(Xo+AX-Xi?+ (Yo+Ay_yJ2 I 
Wir entwickeln die rechte Seite nach T aylor und erhalten 
IOi+Ali+Vi=Y(Xo-xi?+(Yo-yi+cosuoi' Ax+sinuoj' Ay 
und wegen (17) 
Alj+Vi = COSUoi' Ax+sinUoi' Ay 
AI+v = A· Ax=>v = A· Ax-AI 
als Verträglichkeits bedingungen. 
(18) 
Durch Einsetzen der v aus (18) in die Gleichgewichtsbedingungen (16) erhalten wir 
sofort die "Normalgleichungen" 
A' (H'L-') A· Ax-A' (HV) AI = 0 (19) 
mit der Lösung 
Ax = [A' (H L-') Ar' A' (H L-') Al 
Setzen wir in den obigen Gleichungen (13 a) die äußeren Lasten mit K = e zu eins an, 
so erhalten wir 
Ax = [A' (H . L-')Ar' . e 
oder, ausgleichungstechnisch formuliert 
Ax = Qx.x· e. 
(20) 
(20) 
In Worten: die Gewichtsreziproken Qx. x der Koordinaten lassen sich deuten als Ver-
schiebungen von P in den Koordinatenrichtungen unter Einheitsbelastungen e. Aus 
Gleichung (20) erkennen wir aber auch sofort die zweite wesentliche Eigenschaft der 
Methode der kleinsten Quadrate, nämlich, daß sie zu größten Gewichten und damit 
kleinsten Kofaktoren der Unbekannten führt. Nach Anbringen der Einheitslast Kx = 1 
in P ist die äußere Arbeit lh Kx . Qxx an P gleich der inneren Formänderungsarbeit. 
Diese ist aber bei Gleichgewicht ein Minimum. Infolgedessen ist auch, da Kx = 1 fest 
vorgegeben ist und die Arbeit dann nur noch mm Kraftweg abhängt, Qxx minimal, 
wenn das Produkt lh Kx . Qxx ein Minimum ist. 
Ausgehend vom Beispiel des Bogenschnittes würden wir, wenn wir der dabei ge-
fundenen Analogie weiter nachgingen - dabei entsprechen übrigens die Ausgleichung 
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nach vermittelnden Beobachtungen der Verschiebungsmethode und die Ausgleichung 
nach bedingten Beobachtungen der Kraftmethode der Elastomechanik - eine ganze 
Anzahl von Analogien auffinden. In der Übersicht der Fig.4 habe ich sie zusammen-
gestellt. 
A u!!>gl e.ichungs rech nun9 
streckennetz,! Cjf!.od.. Ne.tz. 
- ausgeglichene Lage. 
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Klassische Analogien zwischen Ausgleichungsrechnung und Elastomechanik 
2.2 Fehlerjortpflanzungsgesetz und Gewichtsreziproke in der Geodäsie ~ 
Verfonnung elastomechanisches Analogon unter Einheitsbelastung 
Die Tatsache nun, daß sich die Gewichtsreziproke Qxx einer Koordinate x als 
Verschiebung unter Einheitsbelastung deuten läßt, eröffnet die Möglichkeit, ebenfalls 
das Fehlerfortpflanzungsgesetz in die Elastomechanik zu übersetzen und z. B. die 
Fehlerfonpflanzung in schematisch gebildeten Streckennetzen zu untersuchen. Zum 
Auffinden des Kofaktors für eine bestimmte Funktion braucht man nur eine ent-
sprechende Kraft K = 1 am elastischen Analogon anzubringen und berechnet dann die 
Verschiebung in Richtung des gesuchten Fehlers unter dieser Einheitsbelastung. Diese 
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Berechnungen sind im Vergleich zur bekannten geodätischen Fehlerberechnung häufig 
wesentlich einfacher. Denn. die Elastomechanik benötigt keine geschlossene Funktion 
x = f (I" b ... In), in der die gesuchte Größe x als Funktion der fehlerhaften Größen 
li + ~Ii ausgedrückt wird. Man gelangt vielmehr sofort zu den Koeffizienten der par-
tiellen Ableitungen ~ aus der Hauptgleichung des Fachwerks nach dem Prinzip der 
virtuellen Verschieb~~gen. Die partiellen Ableitungen sind nämlich identisch mit den 
Stabkräften im Fachwerk, die sich als Folge der Einheitsbelastung K = 1 - welche man 
gerade zur Ermittlung der Verschiebungen anbringt - ergeben. In Fig. 5 habe ich 
einige Belastungsbilder für verschiedene Fehlerfunktionen zusammengestellt und in 
Fig.6 aus [2] einige, natürlich bekannte, Resultate zusammengestellt. 
-1. Längente.hle.r 4. Richtungsfehler 
(BelO .. tung durch Einh~its - Mom~nt 
Mo<·~ !) 
~fV\/\A 
~ ~ ~1 
2. Guerfehler 
3. Diogonalfe.hler 
00 
Fig.5 
5. \.Iinke.lfe.hle.r 
Be.lastung durcn :>.wei 
Einheit",- Mom~nte Mp' 1 
in den 'Fällen 2., '<',5· sind die 
Re.alüionskrätle \n den Rulloqem 
Po ,P~ nicht einq,,::z.eichnet 
Belastungsbilder am Analogfachu'erk zur Herleitung ~'on Fehlerfunktionen in Streckennetzen 
Nach diesen einführenden Bemerkungen, in der wir uns noch einmal mit der Denk-
weise bei der Theorien vertraut gemacht haben, wenden wir uns dem Hauptthema zu 
und fragen zunächst 
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Fehler an freien Ketten von Streckennetz en 
3. Können vorgespannte Seilnetze durch Anwendung der geschilderten 
klassischen Analogie in Fonn einer Ausgleichung berechnet werden? 
Rnr.-
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0 
n 
Große vorgespannte Seilnetze par excellence finden wir am Expo-Pavillon in Mon-
treal 1967 und bei den Münchner Dächern. Ein Blick auf das Zwischenteil der Dächer 
zwischen Sport- und Schwimmhalle und München - Fig. 7 - zeigt uns, daß die Dächer 
an jeder Stelle doppelt gekrümmt sind. Dieses Charakteristikum wird an einem Ge-
Abb.l 
Zw ischenteile der Münchner Dächer zwischen Sport- und Schwimmhalle 
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dankenexperiment sofort verständlich [4], Fig. 8. In einem Kasten hängen wir vier 
elastische Seile, die wir uns als Gummiseile vorstellen könnnen, so auf, daß sie unter 
ihrem Eigengewicht leicht durchhängen und damit die Form von Kettenlinien an-
nehmen. Wollten wir diese hängenden Seile als Tragwerk für ein Dach verwenden, 
müßten wir dafür Sorge tragen, daß sie z. B. bei Wind nicht nach oben durchschlagen. 
Dazu könnten wir sie in ihrer Lage durch eine schwere Dacheindeckung stabilisieren. 
Wir erhielten dann ein Hängedach, wie es KENZO TANGE in der Sporthalle der 
VORGESPANNTE HP-FLACHE 
Fig.8 
Gedankenexperiment zur Entstehung des vorgespannten Sei/netzes 
olympischen Spiele Tokyo verwirklicht hat. Wir könnten aber auch senkrecht zur 
Richtung der hängenden Seile eine Schar - von oben betrachtet - konvex gekrümmter 
Seile über die erste - von oben betrachtet - konkav gekrümmte Seilschar legen, sie in 
den Kreuzungspunkten mit der ersten Schar verknüpfen und ebenfalls am Rand des 
Kastens befestigen. Das erhaltene Netz stabilisieren wir weiter durch » Verspannen". 
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Fig. 9 
Bilderserie zur Verdeutlichung des Konstruktionsprinzips für das Stadiondach München 
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Dazu ziehen wir an den konkaven, durchhängenden Seilen am Rand. Durch die Ver-
kürzung verkleinert sich ihr Druchhang, und sie haben die Tendenz, sich in den Knoten 
nach oben zu heben. Gleichzeitig ziehen wir an den konvexen "stehenden" Seilen, mit 
der Wirkung, daß dann die Knotenpunkte nach unten wandern möchten. Ziehen wir 
nahezu gleichzeitig an allen 16 Enden, so ändert sich die Netzform nur gering, die 
Maschen werden etwas größer, jedoch das Netz verspannt sich in sich und gegenseitig 
sehr fest. 
Genau dieses Prinzip ist an jedem einzelnen Netz der Münchner Dächer verwirk-
licht. Dies zeigt die Bilderserie der Fig.9 [5], aus der man die Entstehungsgeschichte 
eines der neun Felder des Stadions leicht nachvollziehen kann. Bild 10 zeigt einen Blick 
in das fertige Stadion, und man erkennt bei jedem Feld die als typisch erkannte Doppel-
krümmung an jedem Punkt. 
Abb. lO 
Dach des Stadions in München 
Um ein solches Netz entwerfen und bauen zu können, muß man natürlich zunächst 
seine geometrische Form kennen. Es ist nun ebenfalls typisch für die Formen solcher 
vorgespannten Seilnetze, daß sie sich nicht rein geometrisch konstruierend oder rech-
nend, wie etwa ein räumliches Fachwerk, finden lassen: In ihnen sind geometrische 
Form und - die durch elastische Längenänderung aller Einzelelemente entstehende -
Vorspannkraft untrennbar miteinander verbunden. Man muß deshalb baubare Formen 
an Modellen experimentierend auffinden (Fig.11). 
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Schemaskizze zur Untrennbarkeit von geometrischer Form und Zugkrä{ten in Seilnetzen 
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3.1 Was sind die Aufgaben einer analytischen Seilnetzberechnung [6], 
in der die Form als Gleichgewichtsfigur exakt ermittelt wird? 
Die geometrische Form des vorgespannten und damit in seinen Seilstücken elastisch 
deformierten Seil netzes soll drei Kriterien erfüllen, nämlich: 
die Form und ihre mathematische Beschreibung müssen genügen 
- den Ansprüchen des Architekten: ach der Berechnung muß eine Form vorliegen, 
die der Vorstellung oder einem Modell des Architekten entspricht, 
- den Ansprüchen des Ingenieurs: Die inneren, durch die Vorspannung erzeugten 
Kräfte - sie sind bestimmend für das Tragverhalten, aber auch für die Dimen-
sionierung aller Bauteile - müssen innerhalb vorgeschriebener Abgrenzungen liegen. 
- den Anforderungen des Geodäten: Die Koordinaten der Gleichgewichtsfigur 
müssen so exakt ermirtelt worden sein, daß der Zuschnirt als eine der entscheidenden 
Voraussetzungen für die Verwirklichung ermittelt werden kann. Dabei versteht man 
unter dem Zuschnirt die Ermittlung aller Seilstücklängen im ungedehnten, span-
nungslosen Zustand zwischen den einzelnen Knoten als Maße für Vorfertigung und 
Konfektionieren des Seilnetzes. Ein Blick auf ein Seilnetz in München - Abb. 12 -
zeigt uns, daß das Netz aus einem regelmäßigen Teil gleicher Maschenweite im 
Innern und einem unregelmäßigen Teil ungleicher Seilstücklängen am Rand besteht. 
Setzt man gleiche ungedehnte Längen im regelmäßigen inneren Teil des Netzes 
voraus, so ist es wesentliche Aufgabe des Zuschnittes, die unregelmäßigen Längen 
im Randbereich des Netzes mit hoher Genauigkeit zu bestimmen, und weiter, die 
Lage aller Knotenpunkte im Raum und die sich einstellenden Seilkräfte. 
Abb.12 
Unregelmäßiger Randbereich eines Münchner Netzes 
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Die Untrennbarkeit von Geometrie und inneren Kräften habe ich noch einmal in Fig. 11 
demonstriert: In der endgültigen, vorgespannten, elastisch verformten Lage des Seil-
netzes nämlich müssen die Knoten solche Abstände haben, daß die jeweils zwischen 
ihnen liegenden Seils tücke so gedehnt werden, daß durch die Dehnung Kräfte in 
erwünschter Größe entstehen. Weiter müssen die Knoten relativ zueinander eine solche 
räumliche Position annehmen, daß die Raumrichtungen der zwischen ihnen liegenden 
Seilstücke zu Gleichgewicht in jedem Knoten führen. Ähnliches gilt für ein Hängenetz. 
In diesem werden allerdings die inneren Kräfte nicht durch Verspannung, sondern 
durch das Eigengewicht verursacht. 
3.2 Konventioneller Bogenschnitt als Lösung? 
Nach dem bisher Gesagten über die Analogie zwischen Statik und Ausgleichungs-
rechnung fragen wir sofort, ob diese Seilnetzberechnung auf die Ausgleichung eines 
konventionellen räumlichen Bogenschnittes zurückgeführt werden kann. Fig. 13 zeigt 
ein solches einfaches Netz [7], [9]. Damit die für diese Netze typisch doppelte Krüm-
mung der Netzfläche auftritt, stellen wir uns die Punkte 11 und 10 als Hochpunkte und 
die Punkte 9 und 12 als Tiefpunkte vor. Zur Berechnung treffen wir eine Reihe verein-
fachender Idealisierungen. Die in der Wirklichkeit durchgehenden Seile werden durch 
Seilstücke - sie entsprechen dann elastischen Stäben - zwischen den Knoten ersetzt. 
Sie werden in den Knoten punktförmig und reibungslos so miteinander verbunden, daß 
2 ® .3 
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--12 
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-16 
i 
'+ 1 5 6 
0 (0 ® 
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Fig.13 
Grundriß eines kleinen Seilnetzes 
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keine Momente übertragen werden. Wir nehmen weiter an, wir würden die Längen 
aller Seilstücke - aus Messungen an einem Modell - ungefähr kennen, desgleichen die 
endgültigen Koordinaten der im Entwurf festgelegten Festpunkte und schließlich die 
ungefähren Koordinaten der Knotenpunkte im Raum - welche wir ebenfalls am 
Modell gemessen haben. Die Aufgaben der Seilnetzberechnung wäre dann offenbar zu 
übersetzen in die Ausgleichung eines räumlichen Bogenschnittes. Wie oben bekommen 
wir sofort die Fehlergleichungen 
Im + Vm = Y(Xi-Xk)2 + (Yi-Yk)2 + (Zi-Zk)2 
l+v = f (x) 
welche nach Linearisierung mit 
Y=Yo+ßx 
m = 1,2 ... 17 
i, k = 1,2 ... 12 
zu den linearen Normalgleichungen entsprechend (8), Seite 6 führen, die wir, da sich 
f (x) = wund f (Xc) = Wo als" Wurzel ausdrücke " ergeben, auch schreiben können 
(A'PA) ßx=A'P(I-wo) (21) 
Nun vergewissern wir uns, daß unser Problem eine Mindestvoraussetzung an die ver-
mittelnde Ausgleichung erfüllt, nämlich überbestimmt ist. 
Die Anzahl der Fehlergleichungen ergibt sich als Anzahl der beobachteten Seilstück-
längen zu 17. Die Anzahl der Unbekannten und damit Anzahl der Normalgleichungen 
ist dreimal die Anzahl der Neupunkte und damit 24. Damit ist unser Problem unter-
bestimmt und mit den klassischen Regeln der Ausgleichungsrechnung zunächst nicht 
lösbar. Trotzdem aber muß eine eindeutige Lösung für das vorgespannte Netz exi-
stieren. Davon könnten wir uns leicht durch ein Modell überzeugen. Würden wir in 
diesem Modell nämlich alle Seillängen so wählen, daß sie gegenüber der endgültigen 
Lage jeweils etwas zu kurz sind oder - in die Ausgleichungsrechnung übersetzt -
würden wir alle Beobachtungen so wählen, daß nur positiye Streckem-erbesserungen 
durch die Ausgleichung entstehen, so erhielten wir eine eindeutige, ausgeglichene Kon-
figuration, welche der yorgespannten Seilnetzfigur entsprechen würde. 
Wie können wir diese Zusatzbedingungen - alle Verbesserungen positiv - aus-
gleichungstechnisch formulieren? Eine Lösung mit direkter formelmäßiger Formulie-
rung dieser Zusatzbedingung ist mir bisher nicht bekannt. 
3.3 Lösung: Nichtlineare Ausgleichung Bogenschnitt! 
Wir gelangen jedoch auch zum Ziel, wenn wir die Technik der nichtlinearen Aus-
gleichungsrechnung anwenden. Denn nur durch sie wird genügend exakt die physische 
Realität des vorgespannten Seilnetzes beschrieben, daß nämlich Gleichgewicht 
zwischen den inneren Kräften im vorgespannten, d. h. im verformten Zustand bestehen 
muß. In welcher Weise wir dabei unser Vorgehen zu ändern haben, sehen wir aus der 
folgenden kleinen Gegenüberstellung. 
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Bei der konventionellen linearen Ausgleichung haben wir 
- nichtlineare Fehlergleichungen, die wir 
- linearisieren und, indem wir die 
- Nebenbedingung [vvp] = Minimum für die linearisierte Fehlergleichung ansetzen, 
überführen in 
- die linearen Normalgleichungen, die in üblicher Weise gelöst werden. 
In der nichtkonventionellen nichtlinearen Ausgleichung haben wir 
- nichtlineare Fehlergleichungen wie oben, setzen jedoch die 
- Nebenbedingungen [vvp] = Minimum bereits für die nichtlinearen Fehlergleichun-
gen an und bekommen damit 
- nichtlineare Normalgleichungen. Diese nichtlinearen Normalgleichungen werden 
dann gelöst mit einem 
- Lösungsverfahren der numerischen Mathematik für nichtlineare Gleichungen, wobei 
wir in einzelnen linearen Iterationsschritten das nichtlineare Problem lösen. Damit 
nimmt die nichtlineare Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen - auch für das 
Beispiel Bogenschnitt - folgende Form an [8]. Es müssen erfüllt werden die nicht-
linearen Fehlergleichungen 
v = f(x)-l 
mit der Nebenbedingung 
v' P v = [f' (x) -I'] P [f(x) -I] =? min. 
Notwendige Bedingung für das Minimum ist 
aV'pv =0 
OX 
und Differenzieren ergibt 
Wegen 
2v'p~=0 OX 
~ = M = A undmitv=f(x)-I OX dX 
erhalten wir schließlich die nichtlinearen Normalgleichungen 
g(x) == (~!) 'P(f(x)-I) =0 (22) 
die linearisiert werden müssen. Dabei müssen wir nach der Kettenregel verfahren und 
sowohl 
adx[ (~!) 'P(f(X!-I)] 
--..-~ vanabel 
const. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052077
über eine neue Anwendung der Gauß'schen Methode der kleinsten Quadrate 143 
wie auch 
variabel 
jeweils nach x ableiten. Da in 0 f! 0 x bereits die ersten Ableitungen nach den Unbe-
kannten stehen, ist die Ableitung 
OOx[(;!) 'P(f(x)-l)] 
const. 
variabel 
gleichbedeutend mit einer zweiten Ableitung nach den Unbekannten. Sie ist formal 
etwas kompliziert und ausführlich dargestellt in [9]. Wir erhalten schließlich die 
linearisierten Endgleichungen 
(C' QC+X'PL W-3 X) ßx = A'P(I-f ("0)) (23) 
für ein Inkrement ßX bei der Iteration zur Auflösung der nichtlinearen Gleichungen 
(22) mit einer positiv definiten Normalgleichungsmatrix. 
In der Gleichung (23) ist 
- C die " Kantenknotenmatrix" , die das Netzgebilde topologisch beschreibt und deren 
Elemente 0, + 1 und -1 sind. Jede Zeile von C entspricht einem Seil stück zwischen 
zwei Knoten, jede Spalte einem Knoten. Jedes Seil stück ist an seinen Endpunkten mit 
je einem Knoten verbunden. Dies wird in der Kantenknotenmatrix dadurch be-
schrieben, daß in jeder Zeile nur einmal + 1 und einmal -1 steht. Dabei steht + 1 in 
der Spalte, die dem Anfangspunkt und -1 in der Spalte, die dem Endpunkt des 
Stabes entspricht. 
- Q eine Hyperdiagonalmatrix mit den Elementen q = p (e -~) (24). Sie hat nichts zu 
tun mit der üblichen Gewichtsreziprokenmatrix! 
- X die in Formel (7) angeschriebene Matrix der Koordinatendifferenzen. 
Wir verweilen einen Augenblick bei der Normalgleichungsmatrix aus (23): 
N = C' Q C + X' P L ~ X = Term ® + Term CD 
-~® CD 
Wegen X' W-1 = A' nach (7) bekommen wir für CD 
X'PL W-3 X = A'P(L W-1)A 
bis auf die Diagonalmatrix L· W-1 gerade unsere bekannte Normalgleichungsmatrix 
(A' P A) der linearen vermirtelnden Ausgleichung. Die Diagonalmatrizen L und W 
enthalten die beobachteten und ausgeglichenen Längen der Seilstücke, somit gilt in 
guter Annäherung 
L·W-1 "",E 
Term ® = C' Q C ist gegenüber der linearen Ausgleichung ein Zusatzterm. Die Ele-
mente q von Q 
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q=p (e-~) = (24) 
sind gerade dann positiv, wenn 
O<~<l 
gilt, also wenn I <w ist, d. h. wenn alle Verbesserungen positiv sind. Elastomechanisch 
übersetzt aber bedeutet es, daß überall Zugkräfte auftreten. Es läßt sich nachweisen, 
daß N nun gerade dann positiv definit ist, wenn alle Elemente des hinzugekommenen 
Terms @ positiv sind und damit eine eindeutige Lösung für die nichtlineare Aus-
gleichung des räumlichen Bogenschnittes existiert, wenn alle Verbesserungen positiv 
sind, mit andeJ;en Worten, wenn der räumliche Bogenschnitt einem vorgespannten 
räumlichen Seilnetz entspricht. 
Wir gelangen nun, und das ist bemerkenswert, in nur einem Schritt von den Nor-
malgleichungen (23) des räumlichen Bogenschnittes zu den elastomechanischen Glei-
chungen des Seilnetzes: Dazu setzen wir nur überall - entsprechend der Übersetzungs-
tabelle Fig. 4 - anstelle des Gewichtes P den Hooke'schen Koeffizienten H· L-\ also 
P=H·L-1 ein! 
Damit haben wir eine Methode der Seilnetzberechnung allein aus der nichtlinearen 
Ausgleichsrechnung - ohne ein elastomechanisches Gesetz und ohne eine Gleich-
gewichtsbedingung angeschrieben zu haben - formuliert [9]. 
Wir können weiter aus den bisherigen Ansätzen alle weiteren Ansätze entwickeln 
und betrachten dazu 
.4. Die verschiedenen Formen der Seilnetzberechnung 
4.1 Nichtlinearer Bogenschnitt und Festansatz der Statiker 
Da die nichtlineare Ausgleichung des räumlichen Bogenschnittes und die elasto-
mechanisch-statische Berechnung des vorgespannten Seil netzes einander so voll-
kommen entsprechen, fragen wir nach den analogen Bedeutungen weiterer Bezie-
hungen und Gleichungen: 
Unsere nichtlinearen Normalgleichungen (22) 
'"' f '( ) (~x) P f(x)-I = 0 
übersetzen wir mit P = H· L-1 und f (x) = w sofort in 
( ~~) , . H . L-1 (w-I) = 0 (22a) 
oder auch 
(~!) '. H· L-1 (f(x)-I) = 0 
die Gleichgewichtsbedingungen in jedem Netzknoten im verformten Zustand! 
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Denn, da w-I = v ("gedehnte Länge" minus "ungedehnt~ Länge" gleich "elastische 
Längenänderung") ist, sind die Stabkräfte s nach dem Hooke'schen Gesetz 
s=H·L-1(w-l) ~ (10), (16) 
und 
a f ' (~) s=A's=O 
beschreibt gerade das Kräftegleichgewicht in jedem Netzknoten. 
Nun ein knapper Blick auf die Normalgleichungsmatrix N aus (23). Nach [8] finden 
wir für die Matrix der Kofaktoren Qxx der Knotenpunktkoordinaten 
Qx,x = (C'QC +A' P(L· W-1)A)·1 A'P A (C'QC + A' P (L· W·1)A)-1 
Qx,x = N-1 (A' PA) N-1 
In N = (CD + @) hängt der Term CD - nahezu identisch mit den Normalgleichungen 
der linearen Ausgleichung - ausschließlich von der geometrischen Konfiguration des 
Netzes ab. Elastomechanisch übersetzt beschreibt also dieser Term die Nachgiebigkeit 
des Netzes in einem Knoten unter Einheitsbelastung als Folge der geometrischen Kon-
figuration. Term @ hängt dagegen nur von der Größe der Verbesserungen, also, 
elastomechanisch übersetzt, nur von der Größe der elastischen Längenänderungen, d. h. 
der Größe der Vorspannung ab. Das bedeutet, daß wir bei nahezu gleicher Geometrie 
- CD = const. - durch Erhöhung der Vorspannung die Steifigkeit des Netzes erhöhen 
können. Dies ist von großer praktischer Bedeutung für den Enrwurf vorgespannter 
Seilnetze: ihr Tragverhalten wird durch geometrische Konfiguration und die Vor-
spannung des Netzes bestimmt. 
Obwohl unsere Lösung exakt ist und - sofern wir gute Näherungswerte aus einem 
Modell haben - auch zu einer eindeutigen Lösung führt, ist sie in dieser Form für die 
Praxis nur begrenzt einsetzbar. Sie erlaubt nämlich lediglich die Nachrechnung eines 
bereits gefundenen Zuschnittes und gibt dann darüber Aufschluß, welche geometrische 
Form und welche Kräfte sich mit den aus dem Modell gemessenen Seilstücklängen und 
Festpunktkoordinaten tatsächlich einstellen. Wir können jedoch aus den bisherigen 
Betrachtungen weitere Formen der Seilnetzberechnung ableiten. 
Der gleiche Nachteil aber haftet auch dem konventionellen "Festansatz" der 
Statiker an [10]. In diesem Festansatz werden, wie beim nichtlinearen räumlichen 
Bogenschnitt, die Koordinaten der Festpunkte, Näherungskoordinaten für die Raum-
knoten und die im regulären inneren Teil gleichen, ungedehnten Längen IJ vorgegeben. 
Für den Rand gibt man jedoch anstelle der Seilstücklängen IR feste Kräfte SR vor. Zur 
Übersetzung dieser gegenüber dem Bogenschnitt abgeänderten Vorgabe schreiben wir 
die Gleichgewichtsbedingungen des Gesamtnetzes als Kombination von (22a) und (10) 
an. In beiden Gleichungen beschreibt A' die geometrische Form. Wir spalten A' auf in 
eine Teilmatrix A'], welche dem inneren, regelmäßigen Teil des Netzes entspricht 
- hier sollen laut Vorgabe gleiche ungedehnte Längen IJ auftreten - und in eine zweite 
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Teilmatrix A'R, welche die Geometrie des Randbereiches beschreibt. Für den Rand-
bereich ersetzen wir nach dem Hooke'schen Gesetz die elastischen Längenänderungen 
(f (x) -IJ durch die Kräfte sR: 
H· L-1 (f(x)-IJ = SR ~ (10) 
Dann erhalten wir die Gleichungen 
A'j H· L-1 (f(x)-ij) + A'R . sR = 0 (25) 
welche das Gleichgewicht für das Gesamtnetz beschreiben. 
Dies Gleichungssystem ist wieder eindeutig lösbar, und man erhält eine Gleich-
gewichtsfigur, Kräfte im Netz und eine geometrische Form, welche den vorgegebenen 
Größen entsprechen. Jedoch können die Gesamdorm, die Führung der Seile im Detail 
und die Einzelkräfte, welche sich nach der Berechnung einstellen, wesentlich von den 
Wünschen des Architekten und Ingenieurs abweichen. Praktisch zeigt sich dies u. a. 
daran, daß sich die Gesamdorm ändert und daß trotz Eingabe von Näherungskoordi-
naten, die einer gestreckten Seilführung entsprechen, an den Netzrändern Knicke der 
Endseilstücke auftreten, zu sprungartigen Kräfteänderungen im Netz führen. Als 
Abhilfe müssen bei der Berechnung die Seile immer wieder neu "ausgerichtet" werden: 
Dazu werden manuell neue Koordinaten auf dem Randseil für den Endpunkt jedes 
einzelnen Seiles berechnet, dann wird die Gleichgewichtsberechnung wiederholt. Diese 
Art der Berechnung läßt sich als "Nachspannen vom Rand aus" auffassen. Je nach 
Form des Netzes können durch das Nachspannen vom Rand die Kräfte im Innern 
jedoch nur mehr oder weniger indirekt beeinflußt werden, so daß viele Gleichgewichts-
figuren versuchsweise durchgerechnet werden müssen, bis man eine befriedigende 
Lösung findet. 
Eine wirkliche Fortentwicklung brachte der 
4.2 Ausgleichungsansatz der Geodäten [11] 
In diesem gehen wir wieder von den Gleichgewichtsbedingungen (25) aus: 
A'J"H·L-1 (f(x)-I j ) = A'R sR =0 = (25) 
wir interpretieren jedoch nicht mehr, wie in den vorausgegangenen zwei Ansätzen, nur 
die Koordinaten x als Unbekannte, sondern betrachten jetzt die Koordianten x der 
Netzknoten und die Seilkräfte SR in den Randstücken als Unbekannte. Da wir 3n 
Koordinaten und (m - m j = mRl Randbereichseilstücke aber nur 3n Gleichgewichts-
bedingungen haben, ist das System jetzt mR-fach unterbestimmt. Dies System, nämlich 
die nichtlinearen Normalgleichungen des räumlichen Bogenschnittes, lesen wir nun als 
System von Bedingungsgleichungen, dem nämlich die Knotenpunktkoordinaten x, die 
inneren Stablängen 11 und die Randkräfte SR im Gleichgewichtszustand exakt genügen 
müssen. Zur Auffindung einer eindeutigen Lösung setzen wir die Nebenbedingung an 
(x-Xc)' Barch (x-xo)+(s-so)' Bing (S-50) =>min. 
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Darin bedeuten Barch eine "Gewichtsmatrix Architekt" und Bing eine "Gewichtsmatrix 
Ingenieur". Der Ausgleichungssatz hat dann den entscheidenden Vorteil, daß nach 
Entnahme einer Ausgangsgeometrie xo aus einem Modell und nach Schätzung von 
Randkräften SOR dann durch passende Wahl der Gewichte Barch und Bing Gleich-
gewichtsfiguren gefunden werden, die sich sowohl einer gewünschten Geometrie x 
wie auch einem gewünschten Kräfteverlauf s möglichst gut anpassen. Weiter werden 
solche Lösungen in wesentlich weniger Rechenschritten als beim Festansatz gefunden. 
Auf diese Art und Weise wurden für München das Stadion und die Zwischenteile 
berechnet. 
Der wirkliche Durchbruch aber wurde mit dem Ansatz 
4.3 Erweiterter Ausgleichungsansatz 
erreicht [12]. Er ergab sich anhand einer praktischen Aufgabe, welche die Ingenieure 
vorgegeben hatten. Die verschiedenen Rechengruppen des SFB 64 sollten ein kleines 
Testnetz aufgrund vorgegebener Festpunkt- und Näherungskoordinaten der Knoten-
punkte als Gleichgewichtsfigur berechnen. Zusätzlich aber war von den Ingenieuren 
gefordert worden, daß im Innern des Netzes vorgegebene Kräfte möglichst gut ein-
gehalten werden sollten. Weiter sollte die Gesamtlänge der Randseile einen vor-
gegebenen Festwert haben. Von den verschiedenen möglichen, alle in der Nähe der 
Näherungswerte liegenden Gleichgewichtsfiguren sollte also eine bestimmte aufge-
funden werden. Diese praktische AufgabensteIlung führte zur Entwicklung des "er-
weiterten Ausgleichungsansatzes" . Wie im Ausgleichungsansatz nach 4.2 werden 
wieder die Gleichgewichtsbedingungen (25) für den inneren und äußeren Teil des 
:-.Jetzes kombiniert angesetzt. Da sie unterbestimmt sind, ist es nun nach den bekannten 
Regeln der Ausgleichungsrechnung möglich, Nebenbedingungen für die Unbekannten 
des Problems anzugeben, und das um die Gleichungen 
g (x,l,s) = 0 
erweiterte System 
A'JH' L-1 (f(x)-IJ) +A'RsR = 0 
mit der Nebenbedingung 
(x - Xo)' Barch (x - xo)+ (s - so), Bing (s - so) ~ min. 
(26) 
zu lösen. Nach Linearisierung der Nebenbedingungen wie in der Ausgleichungs-
rechnung üblich, ließen sich in wenigen Rechenschritten die von den Ingenieuren vor-
gegebenen Bedingungen einhalten. 
Der Ansatz hat aber noch eine weitere für die Praxis wesentliche Anwendung, 
nämlich die Entwicklung von Formen für den Bau weitspannender Gitterkuppeln. Auf 
der Bundesgartenschau Mannheim 1975 ist das zum ersten Mal mit großer Spannweite 
verwirklicht worden. Als Ausgangsfigur für eine solche Kuppel nimmt man ein Hänge-
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Fig.14 
Hängenetz als Ausgangsfarm für eine Gitterkuppel 
netz, Fig. 14. Danach stelle man sich das Hängenetz, dessen Form sich unter der eigenen 
Schwerkraft als verallgemeinertes Gebilde der Kettenlinie ergibt, in sich verfestigt und 
um 180 0 gedreht vor. Man erhält eine Kuppel, in der im "Lastfall Eigengewicht" alle 
Kräfte als Normalkräfte innerhalb der Stäbe verlaufen, die also in diesem Idealfall nur 
Druckkräfte und keine Momente aufweist. In ähnlicher Weise ist der Bogen der Bogen-
brücke Umkehrung einer Kettenlinie, und der gleiche Gedanke war entscheidend für die 
Konstruktionen des spanischen Architekten GAUTHIER bei seinen Bauwerken in 
Barcelona. Eine solche Kuppel wurde estmalig aus einem Lattenrost bei der Weltaus-
stellung Expo 1967 Montreal verwirklicht. Die Fig. 15 und 16 zeigen eine Computer-
zeichnung des Hängemodells und seiner Umkehrung als Kuppel für die Multihalle der 
Bundesgartenschau in Mannheim. 
Die Berechnung war fast direkt möglich nach dem erweiterten Ausgleichungsansatz. 
Sie hätte jedoch nach dem einfachen Ausgleichungsansatz, also angesetzt wie die Be-
rechnung eines vorgespannten Seilnetzes, erhebliche Schwierigkeiten ergeben. Das läßt 
sich leicht einsehen: Wir erinnern uns daran, daß die Normalgleichungen des nicht-
linearen Bogenschnittes für das vorgespannte Seilnetz 
(c Q C + X' PL W-3 X) ßx = A' P (l-f("o)) 
---~ ® CD 
= (23) 
die aus einem Term CD und einem Term ® bestehen, singulär würden, wenn wir nur 
den Term CD ansetzten, der sich bei der normalen linearen Ausgleichung ergibt. Die 
:-J"ichtsingularität und damit die Lösbarkeit wird erst erreicht durch Überlagerung mit 
der Matrix ®. Diese wiederum ist dann positiv definit und macht damit auch die 
Gesamtmatrix positiv definit, wenn alle Seilkräfte Zugkräfte sind und gleichzeitig 
spürbare elastische Längenänderungen auftreten. In einem Hängenetz mit seinen ver-
hältnismäßig dehnungssteifen Stäben sind die elastischen Längenänderungen unter 
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Fig.15 
Computerzeichnung des Hängenetzes für die Multihalle Mannheim 
Fig.16 
Umkehrung der Fig.15: aus dem Hängenetz wird die Kuppel 
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Eigengewicht so gering, daß der überlagerungseffekt der Matrix ® beinahe fortfällt 
und auch das nichtlineare Ausgleichungsproblem quasi singulär ist. In ersten Ver-
~uchen, die Seilnetzberechnung der Hängenetzberechnung anzupassen, wurde deshalb 
bei der Berechnung die Elastizität künstlich vergrößert: Wir berechneten zunächst 
ersatzweise Gumminetze, die sich unter Eigengewicht bereits merklich tatsächlich ver-
formen. Dann gingen wir von den Formen des Gumminetzes durch langsames, schritt-
weises Ändern der Elastizitätszahlen zum wirklichen Material eines Hängenetzes aus 
Metall oder Holz über. Beim erweiterten Ausgleichungsansatz wird nun zusätzlich zur 
Gleichgewichtsbedingung in jedem Knoten auch für jeden einzelnen Stab eine Ab-
standsbedingung für die Koordinaten der ausgeglichenen Punkte vorgeschrieben: Die 
ausgeglichenen, endgültigen Punkte müssen so im Raum liegen, daß die Abstände 
zwischen ihnen gleich den ungedehnten Stablängen sind. Mit diesen zusätzlichen 
Bedingungen gelang die Berechnung eines Hängenetzes in wenigen Schritten. 
Die Vorgabe zusätzlicher Bedingungen aber erlaubte auch die automatische Ent-
knickung der Seilführung. Es werden die zusätzlichen Bedingungen eingeführt, daß die 
Seilkraft im Endstück gleich der Seilkraft in den vorausgegangenen Seilstücken im 
Netzinneren ist. 
Eine weitere Anwendung ist die Berechnung von Netzvierteln oder Netzachteln bei 
symmetrischen Konfigurationen. Sie werden in einem zweiten Berechnungsschritt 
durch Zwangsbedingungen zwn Gesamtnetz vereinigt. Diese zusätzlichen, häufig vom 
Architekten und Ingenieur gestellten Bedingungen, welche damit eingehalten werden 
können, sind noch einmal in Fig. 17 zusammengestellt. 
Die. Be'ecnnung der G\.eichge.wichtsfigu, "',\ de.m "Rusg.eichung!ioO.nso.tz.' 
ermöglicnt die di,ekte. Losung mit z.usÖ.tz.lich ... n Be.dingungen I. 
- Jm "RondbeTeich könf1en Se.ile automatisc.h entkillckt werden 
- Rb" eichungen von der ·,m Modell re.alisle.rt ... n Fmm kennen 
durch den Ge'-llch\sjoktor ij, (·Arc.hitekt") ",inim·,ert ",erde.n 
- Rbwelc.hungen von SOllkröfte.n kennen clurcli den Ge."',chtS1aXtor 
Fi C )nge.nleure·\ m'nlmle.rt 'Werden 
- Schnelle Lösung ,,-ur Form1\rldu'""3 von HÖnge.nei:z.en durch die 
E,n\uh'uIl'l von "Absto.lldsbeclll"\'junqen' 
Fig.17 
Einhaltung zusätzlicher Bedingungen in Seilnetzen 
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4.4 Kraftdichteansatz nach SCHEK 
Einen weiteren wesentlichen Fortschritt brachte der Kraftdichteansatz, der bereits 
1969 [11] in seinen Grundzügen skizziert und 1973 von SCHEK im Detail ausge-
arbeitet und vorgelegt worden ist [13]. Diese Arbeit wurde von den Freunden der 
Universität Stuttgart e.V. preisgekrönt. Um den Ansatz zu verstehen, greifen wir noch 
einmal auf das Gleichungssystem des Bogenschnittes ganz zu Anfang zurück und 
erinnern uns daran, daß wir die Matrix A' auch in der Form 
A'=X'W-' 
schreiben können. Aus unseren Gleichgewichtsbedingungen (15), (23) 
A's=O 
wird dann 
X'W-'s=O 
= (7) 
(27) 
Diese fast trivialen Gleichgewichtsbedingungen lesen wir dadurch in neuartiger Weise, 
daß wir den Quotienten aus Kraft s und Länge w zu einer neuen Einheit, der Kraft-
dichte q, zusammenfassen 
W-'s=q 
Damit erhalten wir das neue Gleichungssystem 
X'q=O (28) 
Die q in (28) sind aber identisch - wie hier nicht im einzelnen gezeigt werden soll - mit 
den Elementen q der Diagonalmatrix Q im Term@ von N aus (23), nachdem wir mit 
P = H . L-' in die Elastomechanik übersetzt haben. In der Matrix X' stehen nur Koordi-
natendifferenzen. Nach Trennung von Neu- und Festpunktkoordinaten und unter 
Hinzunahme der Kantenknotenmatrix C läßt sich (28) einfach umformen in 
(C'QC) . x = C'QCtXf (29) 
ein lineares Gleichungssystem, aus dem die Neupunktkoordinaten x des vorgespannten 
Seilnetzes aus vorgegebenen Kraftdichteri q (welche Elemente in Q sind), Festpunkten 
xf und einer Netzverknüpfung C, Cf linear ermittelt werden können. Mit anderen 
Worten: Durch Zusammenfassen von zwei bisher getrennt betrachteten Grö{~en, näm-
lich Kraft und Länge eines Seilstückes zu einer neuen, höheren Einheit Kraft-Längen-
Verhältnis, erhalten wir ein lineares Gleichungssystem für die zunächst unbekannten 
Koordinaten der Knotenpunkte. Das erlaubt uns, in einem einzigen linearen Rechen-
schritt nach Vorgabe der Netzverknüpfung C von Festpunkten und von geschätzten 
Kraftdichten für alle Seilstücke die zugehörigen Knotenpunktkoordinaten einer Gleich-
gewichtsfigur zu berechnen. Diese Gleichgewichtsfigur, die zunächst in ihrer Seil-
führung und in den Längen der einzelnen Seilstücke unregelmägig sein kann, nehmen 
wir nun zum Ausgangspunkt weiterer Berechnungen, indem wir durch Einführung von 
Zwangsbedingungen für bestimmte Kräfte und Koordinaten sie in eine Gleichgewichts-
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figur überführen, welche nach Kräftebild dem Ingenieur und nach Form dem Archi-
tekten genügt. Dies geschieht im 
4.5 Erweiterten Kraftdichteansatz 
in dem diese zusätzlichen Bedingungen wieder ausgleichungstechnisch behandelt wer-
den. Im Prinzip erlaubt es der erweiterte Ausgleichungsansatz, auf den Bau eines 
Modells zum Aufsuchen von Näherungswerten gänzlich zu verzichten. So wurde in der 
Studie zu einer Überdachung eines Marktplatzes in Maracaibo/Venezueia eine baubare 
Netzform erzeugt, nachdem man lediglich den Grundriß skizziert hatte und die Ver-
knüpfung in einem groben Raster skizziert worden war. Es genügte dann, alle Kraft-
dichten zu "eins" zu schätzen. 
Herr Präsident, meine Damen und Herren, ich hoffe Ihnen gezeigt zu haben, wie aus 
einem Prinzip, nämlich dem Minimumprinzip der Methode der kleinsten Quadrate. 
und einer Gleichung, nämlich der Gleichgewichtsbedingung am Netzknoten, die diesem 
Minimumprinzip äquivalent ist, und danach durch verschiedene Interpretierungen 
dieser Gleichung und dieses Prinzips neue Berechnungsansätze zur Formfindung und 
statischen Analyse von räumlichen Seil- und Hängenetzen abgeleitet werden konnten: 
der Ausgleichungsansatz, der erweiterte Ausgleichungsansatz mit zusätzlichen Bedin-
gungen, die Kraftdichtemethode und schließlich die erweiterte Kraftdichtemethode. 
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